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Resumo
Neste trabalho foram estudados os efeitos de bordas com terminações perfeitamente de-
finidas de uma rede de grafeno no regime Hall quântico sobre as propriedades eletrônicas
deste sistema. O problema foi abordado com uso da aproximação tight-binding incluindo
os efeitos do campo magnético e desordem no modelo. Estudou-se primeiramente o efeito
das bordas nos níveis de energia do sistema, em espectros tipo borboleta de Hofstadter.
Então o foco foi analisar as propriedades de localização eletrônica dos estados de borda,
e as particularidades da distribuição das funções de onda nestes casos. Para investigar
os estados de borda e determinar, para cada um dos estados eletrônicos, o quanto da
função de onda encontra-se localizada nas bordas, foi criada uma quantidade nomeada
Edge Fraction, definida como a somatória das amplitudes da função de onda na região das
bordas, que numa aproximação semiclássica foi aqui considerada como a região delimitada
por uma distância 2`B das bordas, onde `B é o comprimento magnético.
Com o uso do Edge Fraction, analisando-se as contribuições armchair e zigzag separa-
damente, em redes de grafeno quadradas, encontrou-se que há regiões de energia onde as
funções de onda claramente ficam mais localizadas num determinado tipo de borda. Este
comportamento presume-se que é produto da competição que existe entre os potenciais
devidos à presença de bordas e desordem no sistema, que evidenciam-se também no es-
pectro de energia tipo borboleta de Hofstadter. Os resultados obtidos contribuem para o
entendimento das propriedades de localização em redes de grafeno com bordas.
Abstract
In this work the effects of sharp edges in the electronic properties of graphene lattices
in the quantum Hall regime were studied. The problem was addressed using the tight-
binding approximation including the effects of the magnetic field and disorder in the
model. It was studied at first the effect of the edges in the energy levels of the system,
through Hofstadter's butterfly-like spectrum. Then we focused on analysing the localiza-
tion properties of edge states and the particularities of the wave function distributions for
these cases. To investigate the edge states and to determine, for each electronic state, how
much of the wave function is localized at the edges, it was created a quantity called Edge
Fraction. This quantity was defined as the probability density sum in the edge region,
which in a semi-classical approximation, was considered here as the region limited by a
distance 2`B from the edges, where `B is the magnetic length.
Using the Edge Fraction and analysing the contributions of armchair and zigzag edges
separately, in squared lattices, it was found that there are energy regions where the wave
functions are clearly more localized in a specific edge type. This behaviour is believed to
be a result of the competition between the potential due to the presence of the edge and
the potential due to the disorder in the system, which are also present in the Hofstadter
energy spectrum. The results obtained contribute to the understanding of the localization
properties of graphene lattices with edges.
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Introdução
Grafeno é um alótropo do carbono que consiste de uma monocamada de grafite com áto-
mos de carbono dispostos numa rede hexagonal [1]. Perto do nível de Fermi apresenta
uma relação de dispersão linear, que é uma característica de férmions relativísticos sem
massa [2], razão pela qual o grafeno tem alta condutividade e faz dele um material viável
para diversas aplicações tecnológicas [3]. Entre outras características fascinantes se en-
contram o espectro dos níveis de Landau, a transmissão perfeita em potenciais elétricos
numa barreira de potencial, e os incomuns efeitos mesoscópicos evidenciados na diferença
nas propriedades eletrônicas das bordas zigzag e armchair [4].
Quando é aplicado campo magnético perpendicularmente a uma folha de grafeno, vão
aparecer níveis de energia quantizados conhecidos como níveis de Landau. Este efeito no
grafeno se diferencia do efeito Hall quântico encontrado em outros sistemas, por duas ca-
racterísticas basicamente: a separação entre os níveis de Landau que não é mais constante
e o nível central de energia zero que é compartilhado igualmente por elétrons e buracos.
Se são considerados no material bordas ou defeitos, como vacâncias, impurezas, estas
regiões da rede cristalina vão ressaltar, já que concentrarão funções de onda no seu en-
torno. Quando se localizam estados nas bordas do material, estes estados são conhecidos
como estados de borda, e se manifestam no regime Hall quântico no espectro de energia,
aparecendo estados entre os níveis de Landau. Os estados de borda dependem da ter-
minação da borda do grafeno, zigzag ou armchair, e isto afeta as propriedades físicas do
sistema [4]. Além disso, se a região das bordas é comparável às dimensões do sistema,
o efeito das bordas nos portadores de carga torna-se muito importante. O estudo das
propriedades de localização eletrônica e a caracterização destes estados de borda para
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diferentes tamanhos de rede, bordas, desordens e fluxos é o objetivo do trabalho.
Este trabalho foi dividido da seguinte forma: o primeiro capítulo começa apresen-
tando algumas propriedades do grafeno, são apresentados resultados experimentais sobre
a medição do efeito Hall quântico no grafeno, são discutidas as diferenças entre o efeito
Hall quântico observado em gases de elétrons bidimensionais e no grafeno, e são feitas
considerações relacionadas aos efeitos de bordas no grafeno.
No segundo capítulo se apresenta o modelo tight-binding para uma rede de grafeno
com bordas na presença de um campo magnético perpendicular. Além disso, são descritos
espectros de energia tipo borboleta de Hofstadter, e mostrados os efeitos de desordem,
descrevendo-se e discutindo-se propriedades de localização eletrônica.
O terceiro capítulo apresenta os resultados, comparando-se as borboletas de Hofstad-
ter, DOS, e propriedades de localização eletrônica de duas redes de grafeno uma com
condições de contorno periódicas e a outra sem (com bordas). Também é introduzido o
Edge Fraction (EF), que é uma quantidade definida neste trabalho para quantificar loca-
lização eletrônica nas bordas, com a qual foram estudadas redes de grafeno com bordas
para diferentes desordens e fluxos.
Por último, no quarto capítulo são apresentadas as principais conclusões.
1
Efeito Hall Quântico no Grafeno
1.1 Grafeno
O grafeno é um material que possui uma intrínseca natureza bidimensional que nunca
antes havia sido encontrada em outro material até quando foi obtido pelos físicos Andre
Geim e Konstantin Novoselov no ano 2004. Um dos métodos usados para sua sintetização
é conhecido como esfoliação mecânica [5, 6] e já tem permitido a obtenção de outros
materiais bidimensionais como é o caso do NbSe2, MoS2 [7] e o fosforeno [8] entre outros.
De acordo com estudos teóricos feitos há mais de 80 anos por Landau e Peierls [9, 10],
e estudos experimentais em filmes finos que a partir de uma determinada espessura
tornavam-se termodinamicamente instáveis devido às flutuações térmicas [11], não era
possível ter um material bidimensional estável à temperatura finita. O grafeno confir-
mou definitivamente seu caráter bidimensional quando conseguiu-se medir o efeito Hall
quântico nele [5, 12]. O resultado que veio conciliar estes fatos foi um estudo experi-
mental numa câmera de vácuo com grafeno suspendido [11]. Os resultados mostraram
que efetivamente o material possuía um átomo de espessura, mas também encontram-se
corrugações, cujas deformações podiam ser da ordem de 1nm. Além disso, argumentou-se
que no caso de uma folha de grafeno sobre um substrato, esta incorpora-se completamente
ao sistema tridimensional que pode ser um substrato bulk ou uma matriz tridimensional.
O grafeno pode ser considerado como um semimetal, ou como um semicondutor de
gap zero, onde as quase-partículas de energias mais baixas são modeladas com a equação
de Dirac com a velocidade da luz trocada pela velocidade de Fermi vf das partículas.
Quando há corrente elétrica e é aplicado campo magnético (B) perpendicularmente à
corrente circulante, encontra-se na energia do sistema que há níveis quantizados, os níveis
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de Landau. No grafeno estes níveis têm um comportamento especial, possuem um nível
de Landau central, em energia zero e estão separados por uma distância proporcional a
√
B.
No grafeno os átomos de carbono estão separados entre si por uma distância a =1.42Å
e cada um possui três ligações, a exceção dos átomos nas bordas que podem fazer uma
ou duas ligações quando não há reconstrução [13]. Além disso, a rede de grafeno está
composta por duas subredes, A e B como é mostrado na figura 1.1, que são as responsáveis
do pseudo-spin e a chiralidade, que são quantidades que saem diretamente do formalismo
de Dirac [3]. O pseudo-spin é consequência da simetria da rede, na qual precisa-se de uma
função de onda com duas componentes (A e B) para descrever cada tipo de portador de
carga. A projeção do pseudo-spin na direção de movimento da partícula se conhece como
chiralidade, que para o caso de elétrons é positiva e para buracos negativa [4].
  
Armchair
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Figura 1.1: Rede de grafeno com os dois tipos de borda mais comuns, armchair e zigzag. As cores
vermelho e preto denotam as diferentes subredes
É importante ressaltar que as propriedades eletrônicas do grafeno são devidas à na-
tureza das ligações dos átomos que o compõem e à estrutura hexagonal que possui. A
hibridização sp entre um orbital s e um p leva a que as conexões entre átomos de car-
bono sejam do tipo σ [4] as quais são as responsáveis pela estabilidade e elasticidade do
grafeno. O elétron encarregado pela ligação de planos de grafeno no grafite fica livre [14].
Na figura 1.2 mostra-se a relação de dispersão do grafeno, onde é possível observar que a
banda de condução e a banda de valência tocam-se em seis pontos, chamados pontos de
Dirac. Perto destes pontos a dispersão é linear, e está mostrada em destaque na figura.
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Figura 1.2: Relação de dispersão do grafeno. Em destaque a região onde o comportamento é linear.
1.2 EHQ em gases de elétrons bidimensionais
Em 1879 E. H. Hall fazendo experimentos com placas condutoras e campos magnéticos
encontrou que se era aplicado um campo magnético perpendicular à corrente da placa,
este defletia os elétrons e aparecia uma voltagem transversal à corrente [15]. O nome dado
a este fenômeno foi efeito Hall. Este fenômeno é bem conhecido e muito utilizado e com
ele pode se encontrar a densidade e o sinal dos portadores de carga em semicondutores.
Este efeito era o único conhecido até o ano 1980, quando foi encontrado uma nova forma
deste em sistemas bidimensionais, onde a resistência Hall era quantizada.
O efeito Hall quântico (EHQ) foi descoberto no ano de 1980 por Klaus von Klitzing
quando estudava MOSFET's de silício, em fortes campos magnéticos [16]. Estes dispo-
sitivos caracterizavam-se por confinar em duas dimensões gases de elétrons, pelo qual os
elétrons somente podiam se movimentar no plano. Existem diferentes formas de criar estes
sistemas quânticos bidimensionais, as mais usadas são com heterojunções semicondutoras
e os MOSFET's de silício (sigla do inglês de Metal-Oxide-Semiconductor field effect) [17].
O efeito Hall encontrado nestes sistemas gases de elétrons bidimensionais tem a ca-
racterística que a resistência está quantizada. Na figura 1.3 mostra-se um gráfico com
medidas experimentais feitas numa heteroestrutura de AlGaAs-GaAs da resistência Hall
em função do campo magnético onde nota-se que para determinados valores de resistência
aparecem platôs.
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Figura 1.3: Efeito Hall quântico medido a 4K numa hetero-estrutura de AlGaAs-GaAs. A resistência
Hall foi obtida medindo a voltagem como é mostrado no inset e usando a formula RH = UH/I. Figura
retirada da Ref. 17.
É importante ressaltar o fato de que os valores quantizados da resistência Hall variam
da forma RH = h/ne2, onde n é um número inteiro, e que este comportamento não
depende das características específicas do material em estudo [18, 19]. Tipicamente os
arranjos experimentais para medidas do efeito Hall quântico nestes sistemas de elétrons
bidimensionais encontram-se a temperaturas abaixo de 4K e na influência de campos
magnéticos acima de 1T [20]. Detalhes sobre crescimento de heterojunções podem ser
encontradas na Ref. 21 e sobre a criação de MOSFET's em Ref. 22.
1.3 Medida experimental do EHQ no grafeno
Um ano depois da sintetização do grafeno, os grupos de Andre Geim da Universidade
de Manchester e Philip Kim da Universidade de Columbia conseguiram separadamente
medir o efeito Hall Quântico em grafeno [5, 12]. Eles encontraram que este efeito apresenta
um deslocamento de um fator 1/2 dos platôs na condutividade Hall em relação ao efeito
Hall que se conhecia em gases de elétrons bidimensionais, além de um nível de Landau
em energia zero, entre outras características de férmions de Dirac relativísticos em duas
dimensões [5]. Na figura 1.4 mostram-se medidas de condutividade Hall e resistividade
longitudinal em uma monocamada de grafeno, onde observam-se platôs com valores semi-
inteiros na condutividade Hall. A presença de níveis de Landau e desordem no sistema cria
16
Figura 1.4: Condutividade Hall em vermelho e resistividade longitudinal em verde. A monocamada
encontra-se num campo magnético de 14T e uma temperatura T = 4K. Figura retirada da Ref. 5.
condições de localização apropriadas para o surgimento de platôs na condutividade. Note-
se que a resistividade longitudinal (em verde) vai a zero na região dos platôs e apresenta
picos nas transições entre platôs. Devido ao fato do nível de Landau n=0 ser igualmente
compartilhado por elétrons e buracos, sua energia é sempre E=0, independentemente do
campo magnético. O primeiro platô na condutividade aparece a ±gse2/2h, onde os sinais
± estão relacionados com a natureza dos portadores: o sinal positivo é para elétrons
e o sinal negativo para buracos, e gs = 4 refere-se às degenerescências de spin e de
subrede [12]. À medida que é cruzado o nível de Fermi por os outros níveis de Landau
para elétrons(buracos) a condutividade varia de acordo com +(−)gse2/h, sendo que a
condutividade segue a equação
σxy = ±gs
(
n+
1
2
)
e2
h
, (1.1)
sendo n um número inteiro
Detalhes da medição do efeito Hall quântico em grafeno a baixas temperaturas podem
ser encontrados na Ref. 5. Em experimentos posteriores encontrou-se que o efeito Hall
quântico no grafeno pode ser observado mesmo à temperatura ambiente (ao redor de 300K)
devido ao fato de que a separação entre os níveis de Landau a altos campos magnéticos
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usados nos experimentos é ainda bem maior que kBT à temperatura ambiente (10 vezes
maior no estudo da Ref. 23 além de que a mobilidade µ dos portadores de carga não
muda apreciavelmente para estas temperaturas.
1.4 Níveis de Landau
A medida do efeito Hall quântico no grafeno foi a confirmação da natureza bidimensional
de sua estrutura e a forma dos níveis de Landau confirmou a natureza relativística dos
portadores de carga. A seguir será derivada a relação de dispersão para portadores de
carga tipo Schrödinger e para portadores de carga tipo Dirac, mostrando a necessidade
do sistema se encontrar em duas dimensões
1.4.1 Portadores de carga tipo Schrödinger
Resolvendo a equação de Schrödinger 1.2, como é mostrado na seção 1 do apêndice A,
encontra-se como solução que as energias têm a forma da equação 1.3 a seguir
Hφ(r) = 1
2me
(
~∇
i
+ eA
)2
φ(r) = Eφ(r), (1.2)
E =
(
n+
1
2
)
~ωc +
~2k2z
2me
, (1.3)
onde me a masa do elétron, A o potencial vetor, n um número inteiro, ωc = eB/me, é a
frequência ciclotrônica, onde e a carga do elétron, e ky é o valor do momento na direção
y. Na solução do hamiltoniano da equação 1.2 aparece uma quantidade caraterística do
sistema conhecida como comprimento magnético que é definida como `B =
√
~/eB (ver
seção 3.3.2).
A equação 1.3 possui um número quântico, mas devido à presença de kz a energia
tem valores contínuos. Deste modo encontra-se que para achar quantização na energia
precisa-se que o sistema esteja em duas dimensões.
É importante ressaltar também o alto grau de degenerescência intrínseco deste sistema,
já que a energia 1.3 somente depende do número quântico n e de kz. O número possível
de estados para ky, ou seja a degenerescência, para um sistema de tamanho Lx × Ly e
18
com condições de contorno periódicas é [18]
N =
eB
2pi~
LxLy. (1.4)
Efeito do Campo Magnético em 2D
Na solução da equação de Schrödinger em 3D não se encontram níveis de Landau de
acordo com a equação 1.3. Embora kz para baixos campos magnéticos seja um número
discreto, para altos campos magnéticos não é possível fazer esta consideração, já que sua
variação é praticamente contínua [24]. Quando o sistema é considerado somente em duas
dimensões, o termo correspondente a z em 1.3 desaparece e muda para
E =
(
n+
1
2
)
~ωc, (1.5)
achando-se que a energia varia com o número quântico n e é proporcional à o campo
magnético devido a que ωc = eB/me.
a) b) c)
Figura 1.5: Representações da esfera de Fermi no espaço ~k para a) 3 Dimensões sem campo magné-
tico, b) 3 Dimensões com campo magnético aplicado na direção z. Nesta direção kz é continuo mas há
níveis quantizados no plano x− y, e c) 2 Dimensões com campo magnético onde aprecia-se a discretiza-
ção. Figura retirada da Ref. 25.
Como já tinha se discutido, para o sistema possuir uma energia perfeitamente quan-
tizada precisa-se de que o sistema seja bidimensional, este é consequência de que em três
dimensões o termo kz faz que a variação da energia seja contínua. Este comportamento
é representado na figura 1.5, na qual mostra-se superfícies de Fermi no espaço ~k, primei-
ramente num sistema de três dimensões sem campo e com campo magnético, e depois
com campo magnético num sistema bidimensional. No caso de três dimensões aprecia-se
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o desdobramento dos níveis de energia que ocorre quando é aplicado o campo magné-
tico. Ademais, na direção do campo (z) as energias são contínuas, mas no plano x − y
encontram-se discretizadas, que é o aconteceria no caso de duas dimensões.
1.4.2 Portadores de carga tipo Dirac
Nesta seção será abordado o efeito Hall quântico em grafeno, que pode ser entendido ao
encaminharmos a quantização dos níveis de Landau obtida com o uso da equação de Dirac
(seção 2 do Apêndice A), conciliando os princípios da mecânica quântica com a teoria da
relatividade. Esta equação descreve férmions relativísticos [26], ou seja partículas com
spin semi-inteiro. Dentro de suas características encontra-se que a derivada temporal é de
primeira ordem e as energias resultantes da solução da equação são tanto positivas como
negativas.
A equação de Dirac considerando-se a inclusão de um campo magnético perpendicular
ao sistema é dada por:
H = vf~σ · ~p′, (1.6)
onde vf é a velocidade de Fermi das partículas, ~σ é o vetor das matrizes de Pauli e ~p′ é o
vetor momentum. Resolvendo esta equação como na seção 2 do Apêndice A, encontramos
n = ±
√
2neB~v2f , (1.7)
Na equação 1.7 encontra-se que os níveis de energia são quantizados mas diferente-
mente da equação 1.5, esta tem uma dependência com
√
B e
√
n, onde n representa o
índice do nível de Landau. Estas diferenças podem se apreciar mais claramente na figura
1.6, onde mostra-se a comparação entre a densidade de estados para dois casos, no caso
Schrödinger, onde os níveis estão afastados à mesma distância, e o caso Dirac, para o qual
a separação varia de acordo com
√
n. Outra característica a ressaltar da densidade de
estados tipo Dirac é a aparição de um nível central n = 0 que está intimamente ligado
com a simetria elétron-buraco da equação 1.7 para n=0.
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Figura 1.6: (Esq.)Densidade de estados para os portadores de carga do tipo Schrödinger. (Dir) Den-
sidade de estados para portadores de carga do tipo Dirac. Figura retirada da Ref. 27.
1.5 Efeitos da desordem
Até este momento somente tratamos da importância dos níveis de Landau para a expli-
cação dos platôs no efeito Hall quântico, mas outro fator a ter em conta é o efeito da
desordem. Em sistemas bidimensionais reais os portadores carga se movimentam numa
rede imperfeita. Estas imperfeições podem ser defeitos na rede, vacâncias, defeitos esten-
didos, átomos adsorvidos ou vibrações térmicas da rede [20]. Dependendo do grau e tipo
de desordem a densidade de estados do sistema vai mudar, assim por exemplo para o caso
de defeitos na rede, os níveis de Landau vão se alargar devido à quebra de degenerescên-
cia, e no caso de defeitos estendidos ou vacâncias, aparecerão estados adicionais entre os
níveis de Landau.
Na figura 1.7 apresenta-se um esquema da DOS do grafeno, no qual aparecem níveis
de Landau separados a distâncias diferentes entre si e as regiões de estados estendidos
e estados localizados nos níveis. Os estados localizados e os estados estendidos, que são
estados distribuídos por toda a rede, serão explicados adiante na seção 2.4. Mas por
enquanto vai se utilizar estes conceitos na justificativa dos platôs. A presença de estados
estendidos no centro dos níveis de Landau como é mostrado na figura 1.7, permite a
transição entre platôs. Os platôs são regiões na condução onde esta se mantém com
o mesmo valor, sua origem é devida aos estados localizados, já que estes não podem
conduzir, e por isso se mantém constante.
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Figura 1.7: Figura esquemática que mostra os níveis de Landau para o grafeno com as zonas de esta-
dos localizados e estados estendidos
1.6 Estados de borda
É sabido que os estados de borda têm um importante papel em estruturas com confina-
mento espacial e em especial no regime Hall quântico [28, 29, 30]. Em particular para
o grafeno, foi recentemente mostrado através de microscopia de tunelamento e espec-
troscopia que os estados de borda mostram características de confinamento para uma
borda atomicamente bem definida, sem reconstrução atômica nas bordas, evidenciado na
invariância da densidade local de portadores de carga perto das bordas [31].
Figura 1.8: Dependência das energias do sistema com o campo magnético para um ponto quântico
de grafeno com bordas armchair e zigzag. (a) Os níveis de Landau são indicados com uma linha azul
tracejada. Figura retirada da Ref. 32.
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A presença e tipo de terminação afetam fortemente as propriedades eletrônicas do
grafeno, por exemplo numa monocamada de grafeno num campo magnético perpendicular
à rede, existe uma mistura de estados de bulk e borda em energias perto do nível de Landau
n=0, que é devida à presença de bordas no sistema [33].
Na figura 1.8, retirada da Ref. 32, é mostrado um gráfico da variação das auto-energias
com respeito ao campo magnético de um ponto quântico de 50nm × 50nm com bordas
armchair e zigzag. Nele pode ser observada a presença de estados de borda entre níveis
de Landau e a evolução destes estados em função do campo magnético.
Os estados de borda são importantes em simetrias confinadas como é o caso dos pontos
quânticos [34, 35]. Se a área das bordas é comparável com a área da região bulk, os efeitos
da borda no sistema tornam-se dominantes [34, 36].
No grupo tem sido feitos estudos do efeito de bordas internas e externas em anéis
quânticos grafeno no regime Hall quântico. A figura 1.9, da Ref. 34, mostra uma rede
triangular com seu correspondente espectro de energia onde pode se apreciar os níveis de
Landau e os estados de borda entre eles.
Figura 1.9: (a) Rede triangular com bordas zigzag, (b) espectro de energia do sistema (a). Figura
retirada da Ref. 34.
2
Modelo Numérico
2.1 Modelo Tight-Binding para o grafeno
A aproximação tight-binding descreve redes cristalinas considerando a superposição das
funções de onda dos átomos, sem ter em conta a descrição atômica do sistema [2, 15]. Os
sistemas reais de interesse possuem algum tipo de desordem, o qual incentiva que neste
modelo sejam introduzidas modificações, que permitam incluir estas características para
modelar de maneira mais aproximada.
No grafeno os elétrons que participam nas ligações têm a banda de valência comple-
tamente cheia, e portanto não contribuem na condução, o que permite que o efeito destes
seja desconsiderado. O elétron de carbono que fica livre somente vai experimentar ligeiras
perturbações dos seus vizinhos o que propicia que a função de onda deste possa ser expan-
dida em termo de funções lineares de orbitais atômicos [37], com o qual o Hamiltoniano
é escrito como:
H =
∑
i
iC
†
iCi −
∑
<ij>
t(C†iCj + C
†
jCi), (2.1)
onde Ci e C
†
i são operadores fermiônicos de criação e destruição que criam ou destroem
uma partícula no sítio i. O parâmetro i corresponde a energia nos sítios. O segundo
termo t é chamado de parâmetro de hopping e descreve a sobreposição de funções de
onda atômicas em dois sítios vizinhos. O segundo termo da equação 2.1 corresponde à
energia cinética dos elétrons, a primeira parte da equação 2.1 modela o potencial que os
elétrons sentem no sítio i, que pode ser variado aleatoriamente mudando o parâmetro i.
Se esta variação é feita numa distribuição retangular, esta modelagem é conhecida como
modelo de Anderson [20, 38], como será visto em mais detalhes na seção 2.4 a seguir.
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2.2 Inclusão do campo magnético
Se é considerado um campo magnético uniforme aplicado perpendicularmente ao plano de
grafeno como é mostrado na figura 2.1, matematicamente (0, 0, B), o efeito deste é incluído
no modelo adicionando ao parâmetro de hopping o termo eiϕ cuja fase é conhecida como
fase de Peierls [39, 40], que é igual a
ϕ = 2pi
e
h
∫ i
j
A · dl. (2.2)
Figura 2.1: Campo magnético aplicado perpendicularmente numa rede de grafeno.
Na presença do campo, o momento linear p muda para p′ = p + eA, onde A é o
potencial vetor com o qual considera-se o momento cristalino da rede e o momento adici-
onal devido ao campo. Para aplicar a substituição de Peierls precisa-se ter um potencial
vetor que varie pouco com respeito ao espaço, daí que seja utilizado um campo magnético
uniforme.
2.2.1 Rede Brickwall
As bordas do grafeno possuem estruturas diferentes, e por isso tendo a mesma largura nas
bordas armchair e zigzag o número de átomos é diferente. Supondo uma rede de M ×N
átomos, onde M é o número de átomos do lado armchair e N do lado zigzag, a relação
com os comprimentos Lx e Ly é
Lx = (M − 1)3a
2
Ly = (N − 1)a
√
3
2
. (2.3)
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Figura 2.2: Rede `brickwall', equivalente topológico da rede hexagonal.
O equivalente topológico de uma rede hexagonal de grafeno é mostrado na figura 2.2.
Esta rede é conseguida fazendo uma deformação contínua da rede original (figura 1.1) na
qual é mantida a área dos hexágonos 3a
2
√
3
2
e as ligações originais, e vai ser usada por
conveniência [41].
Os parâmetros espaciais da rede da figura 2.2 são
x =
m3a
2
, y =
na
√
3
2
, com m,n = 1, 2, 3, ... . (2.4)
É importante perceber que se as duas bordas têm o mesmo número de átomos, o
tamanho das mesmas vai ser diferente, devido à configuração espacial. Introduzindo a
equação 2.4 na equação 2.2 e usando o calibre de Landau A = (0, Bx, 0) é obtido
na direção x ϕ = 0, já que A não tem componente em x.
Na direção y
ϕ = i
2picB
h
∫ j
i
xdy, (2.5)
ϕ = ±i2piB
φ0
j
3
√
3a2
4
, (2.6)
ϕ = ±ipi φ
φ0
j, (2.7)
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com φ0 = h/e, φ = 3a
2
√
3B
2
e j = 1, 2, 3, ...,M . O Hamiltoniano 2.1 pode se escrever
finalmente como:
H =
∑
i
iC
†
iCi −
∑
<ij>
t(eiϕC†iCj + e
−iϕC†jCi). (2.8)
2.2.2 Condições de contorno periódicas
A consideração de condições de contorno periódicas no sistema, faz que desapareçam as
bordas e portanto os estados de borda. Com esta imposição a geometria do sistema é
equivalente à geometria de um toróide como é ilustrado na figura 2.3. Nesta situação se
houver desordem o potencial desordenado vai se repetir indefinidamente nas duas direções
do plano.
Figura 2.3: Geometria toroidal da rede com condições de contorno periódicas.
A periodicidade do fluxo magnético deve ser guardada pela função de onda para que
exista uma comensurabilidade com as condições de contorno periódicas impostas.
Para incluir condições de contorno periódicas na rede deve-se considerar a seguinte
condição
e
ipi φ
φ0
j
= e
ipi φ
φ0
(j+M)
, (2.9)
e
ipi φ
φ0
M
= 1, então , (2.10)
φ
φ0
=
2n
M
, com n = 1, 2, 3, ..., (2.11)
onde M é o número de átomos ao longo da direção x (nesse caso, é o número de fileiras
zigzag que compõem a rede). É importante notar a condição 2.11 aparece somente para
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a direção x devido à escolha do calibre.
Exemplo: Consideremos a rede de grafeno com M × N = 2 × 4 átomos como a
mostrada na figura 2.4
1
2
3
4
5
6
7
8m=4
m=3
m=2
m=1
n=1 n=2
x
y
Figura 2.4: Rede de grafeno com 2x4 sítios. Os pontos de diferentes cores representam as duas subre-
des.
O Hamiltoniano 2.8 pode ser discretizado como [42]
H =
∑
m,n
m,n|m,n〉〈m,n| −
∑
m,n
t(|m,n〉〈m,n+ 1|+ |m,n〉〈m,n− 1|+
e−i2pinφ/φ0|m,n〉〈m+ 1, n|+ ei2pinφ/φ0 |m,n〉〈m− 1, n|),
(2.12)
com o qual é obtida uma matriz complexa hermitiana cujas energias nos sítios encontra-se
na diagonal como a mostrada a seguir. Nela pode se apreciar que há hoppings com fase
complexa, devido às ligações na direção y, e outros que não, devidos às ligações na direção
x. Os valores em vermelho são os valores de hopping para o caso em que se consideram
condições de contorno periódicas nas duas direções.

1 te
−i2piφ/φ0 0 tei2piφ/φ0 t 0 0 0
tei2piφ/φ0 2 te
−i2piφ/φ0 0 0 t 0 0
0 tei2piφ/φ0 3 te
−i2piφ/φ0 0 0 t 0
te−i2piφ/φ0 0 tei2piφ/φ0 4 0 0 0 t
t 0 0 0 5 te
−i4piφ/φ0 0 tei4piφ/φ0
0 t 0 0 tei4piφ/φ0 6 te
−i4piφ/φ0 0
0 0 t 0 0 tei4piφ/φ0 7 te
−i4piφ/φ0
0 0 0 t te−i4piφ/φ0 0 tei4piφ/φ0 8

.
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2.3 Borboleta de Hofstadter
Foi utilizado o método do tight-binding para obter o espectro de energias de uma mo-
nocamada de grafeno na presença de campo magnético sem desordem conhecido como
Borboleta de Hofstadter [43, 44].
(a)
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Figura 2.5: Borboleta de Hofstadter para uma rede de grafeno (sem desordem) com condições de
contorno periódicas, onde mostra-se o comportamento da energia com o fluxo magnético para os por-
tadores de carga numa monocamada de grafeno. O quadro vermelho indica a região onde o modelo
simula bem os níveis de Landau. (b)Comparação entre as energias obtidas com o modelo numérico e os
níveis de landau (em cores) n=0, n=1 e n=2 calculados analiticamente.
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Na figura 2.5 são mostradas variações de energia para diferentes fluxos magnéticos
divididos por φ0 = h2e que é um quantum de fluxo magnético, usado para normalizar o
fluxo. O gráfico foi feito para um ponto quântico de 3000×4 átomos, e pode ser apreciado
que o modelo utilizado ajusta-se bem aos níveis de Landau calculados teoricamente e que
aparecem como linhas solidas coloridas.
Devido as limitações computacionais, para os tamanhos de sistema que são possível
simular, precisa-se que o campo magnético seja muito alto, de modo que o comprimento
magnético seja muitas vezes menor que as dimensões da rede considerada. Foram consi-
derados campos magnéticos de forma que o comprimento magnético fosse da ordem de 30
vezes menor que as dimensões da rede. Por exemplo, esta razão seria mantida para um
sistema de 340 nm na presença de um campo magnético de 5 Tesla.
2.4 Desordem e localização eletrônica
Existem duas classes de desordem, dinâmica e estática, a primeira é devida aos fônons e
a segunda às impurezas no material, em baixas temperaturas domina a estática [45]. De
acordo com o modelo de localização de Anderson, para desordens suficientemente fortes
os autoestados dos elétrons estarão localizados em regiões onde o potencial seja parti-
cularmente apropriado, além disso é possível calcular a taxa de decaimento das funções
de onda do centro de localização e o grau de desordem requerido para se ter um estado
localizado [45].
Existem diferentes formas de incluir a desordem, por exemplo: fazendo que a energia
dos sítios ou hoppings variem aleatoriamente ou fazendo que estas energias variem de
forma correlacionada (para uma distribuição determinada). Neste trabalho somente foi
considerado o caso de uma distribuição uniforme de energias para cada sítio, P (i), sendo
estas energias não-correlacionadas no intervalo entre −W/2 e W/2, como é mostrado na
figura 2.6
P (i) =
 1/W, |i| < W/20, |i| > W/2
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Figura 2.6: Representação esquemática da geração de números aleatórios.
A desordem é introduzida na energia dos sítios sorteando-lhes de forma aleatória e
não correlacionada, situação que corresponde à descrita no modelo de Anderson [38].
Fisicamente esta desordem modela os efeitos de impurezas, vacâncias e imperfeições do
substrato no material.
−0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8
E/t
D
O
S
(u
.a
.)
(a)
−0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8
E/t
D
O
S
(u
.a
.)
 
 
(b)
Figura 2.7: DOS para uma rede com desordem nos sítios de 140x70 átomos com condições de con-
torno periódicas com fluxo φ/φ0 = 2/140 e desordem (a)W/t = 0 e (b)W/t = 0.3.
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Na figura 2.7 é mostrada a densidade de estados (DOS) de uma rede de grafeno de
140×70 átomos com condições de contorno periódicas para duas desordens, W/t = 0(sem
desordem) e W/t = 0.3, na presença de um fluxo magnético φ/φ0 = 2/140 ≈ 0.014,
com o qual é observado que para desordens maiores os níveis de Landau ficam mais
largos, e como consequência o intervalo de energias permitidas alonga-se, mas o número
de estados accessíveis é mantido. Este comportamento se deve a que a desordem quebra
a degenerescência dos níveis de Landau.
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Figura 2.8: Densidade de probabilidade de uma função de onda localizada (acima) e uma função de
onda estendida (em baixo) para uma rede de 100 × 80 átomos com W/t = 0.4 e condições de contorno
periódicas.
Um estado é localizado quando a distribuição da função de onda está concentrada
numa região específica da rede e decai exponencialmente nas outras regiões. É sabido que
as funções tendem a se concentrar em regiões onde existem maiores graus de desordem,
que podem ser vacâncias, impurezas, influência do substrato, bordas ou corrugações [45].
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Note-se que para sistemas sem desordem e sem bordas não há pontos específicos na rede
onde a função de onda fique concentrada.
Uma ideia intuitiva de localização pode ser inferida quando é feito o gráfico de distri-
buição da função de onda na rede, dependendo de como seja esta distribuição (localizada
ou não) aquele estado pode corresponder a um estado condutor ou isolante. Na figura
2.8 são mostrados gráficos de uma rede de 100x80 átomos com condições de contorno
periódicas (sem bordas) onde são exemplificados um estado localizado que encontra-se
distribuído numa pequena região da rede, e um estado estendido o qual tem valores signi-
ficativos em quase todos os pontos da rede. É importante ressaltar que para determinar
se um estado de fato é estendido, é preciso que se faça uma analise de escala, variando-se
as dimensões da rede. É possível que estados que para determinado tamanho de rede
pareçam ser estendidos mostrem-se na realidade localizados quando são aumentadas as
dimensões do sistema. Isso ocorre quando o comprimento de localização é da mesma
ordem o maior que as dimensões do sistema.
2.5 Razão de Participação (RP)
A razão de participação (RP) é um método usado para distinguir regiões de energia de
estados estendidos ou localizados de uma partícula num potencial randômico [46, 47]. A
RP dá conta da razão entre a área onde a função de onda tem amplitudes efetivamente sig-
nificativas e à área total da rede. Esta quantidade matematicamente pode ser expressada
como
RP =
1
N
∑
i |ai|4
, (2.13)
onde ai são as amplitudes em cada sitio i da rede para um determinado autoestado, e N
é o número total de átomos na rede.
A RP tem dois valores limites, que são RP = 1/N para cujo caso a onda estará
localizada num ponto da rede somente e RP = 1 para estados que estão completamente
estendidos na rede.
A figura 2.9 mostra a RP e a DOS de uma rede de 140x70 átomos com condições de
contorno periódicas, desordem W/t = 0.3 e fluxo φ/φ0 = 2/140 ≈ 0.014, no qual é notado
claramente que o centro dos níveis de Landau possui estados mais estendidos (maiores
valores da RP) e os extremos das bandas de Landau possuem estados localizados.
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Figura 2.9: RP e DOS para uma rede com condições de contorno periódicas com 140x70 átomos,
fluxo φ/φo = 0.025 e desordem W/t = 0.3.
3
Resultados
O foco do trabalho são os efeitos de bordas finitas, (e portanto da existência de estados
de borda, sobre as propriedades eletrônicas do grafeno no regime Hall quântico). Serão
considerados sistemas finitos de grafeno com bordas do tipo armchair e zigzag. Primei-
ramente será discutido o efeito das bordas nos níveis de energia do sistema, em espectros
tipo borboleta de Hofstadter. Depois serão analisadas as propriedades de localização ele-
trônica dos estados de borda, e as particularidades da distribuição das funções de onda
nestes casos.
3.1 Borboletas de Hofstadter para sistemas com bordas
Na figura 3.1(a) é mostrado o espectro de energias em função do fluxo magnético (bor-
boleta de Hofstadter) evidenciando a formação dos níveis de Landau para uma rede de
grafeno sem bordas (rede infinita, com condições de contorno periódicas) e sem desor-
dem, conforme já mostrado e discutido anteriormente na Figura 2.5.
Como mostra a figura 3.1(b), a introdução de bordas (eliminação das condições de
contorno periódicas) faz aparecer estados entre os níveis de Landau consecutivos, que
evoluem em energia de modo a aumentar a degenerescência dos níveis de Landau com
o aumento do fluxo. Para gerar este espectro foi considerada uma rede quadrada de
grafeno, com o objetivo de estudar especificamente os efeitos das bordas armchair e zigzag
no sistema. A rede em estudo consta de 80×140 átomos, o que equivale em dimensão a
17nm×17nm. O comportamento observado para os estados de borda está de acordo com
os resultados das referências 32 e 48.
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Figura 3.1: Níveis de energia em função do fluxo magnético (espectros tipo borboletas de Hofstadter)
para uma rede de grafeno (a) com condições de contorno periódicas e sem desordem (b)com bordas zig-
zag e armchair bem definidas e sem desordem e (c) com bordas e com desordem aleatória nas energias
dos sítios, W/t = 0.2.
Na Figura 3.1(c) observam-se os efeitos da introdução de desordem (W/t = 0.2) numa
rede de 82×140. Quando são comparados os espectros das figuras 3.1(b) e 3.1(c), percebe-
se que os níveis de Landau são alargados pela desordem, e isso ocorre porque a desordem
promove a quebra de degenerescência dos níveis.
3.2 DOS e RP em redes de grafeno com e sem bordas
A comparação da DOS e RP para duas redes de grafeno, uma com condições de contorno
periódicas e uma com bordas, é mostrada na figura 3.2 (todos os demais parâmetros do
tamanho na rede, desordem e fluxo magnético são mantidos iguais entre os dois casos). As
figuras 3.2(a) e 3.2(b) apresentam a DOS para os sistemas em estudo e observa-se, como
era esperado, que a separação entre os níveis de Landau e a forma destes não é afetada
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pela consideração de bordas no sistema, a diferença entre os dois casos reside na aparição
de estados entre os níveis de Landau. Os estados que aparecem entre os níveis de Landau
devem sua presença à consideração de bordas no sistema e são conhecidos como estados
de borda.
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Figura 3.2: DOS e RP para uma rede de grafeno de 80x140 átomos (17nm x17nm) e φ/φ0 = 0.025,
W/t = 0.4. (a) e (c) sistema com condições de contorno periódicas. (b) e (d) sistemas com bordas
fixas.
Em 3.2(c) e 3.2(d) entre o nível de Landau n = 0 e n = 1 se distinguem três regiões,
a primeira fica imediatamente depois da nível de Landau n = 0 que são estados muito
localizados, depois vem uma região onde os estados de borda têm RP maior e mantém
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aproximadamente a mesma RP, e a ultima região onde a RP decresce perto do nível n = 1.
Em todas as redes consideradas, continua se usando a mesma notação que na anterior
seção para o tamanho do sistema no qual ao indicar que uma rede tem M ×N átomos o
primeiro valor corresponde ao número de átomos no lado armchair e o segundo ao número
de átomos no lado zigzag.
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Figura 3.3: Razão de participação para diferentes tamanhos de rede, fluxo φ/φ0 = 0.025
e desordem W/t = 0.4.
Uma das limitações da RP são os efeitos de tamanho finito. Se o tamanho do sistema é
comparável ao comprimento de localização, a RP pode apresentar valores mais altos para
estados que na realidade são localizados, o que indica efeitos de tamanho finito [49]. Com
o objetivo de exemplificar isto e analisar com cuidado o caráter estendido ou localizado
destes sistemas, na figura 3.3 mostra-se a RP para diferentes tamanhos de rede, na qual
é observado que existem regiões de energia onde os estados mantém seu valor em RP
com a variação de tamanho, mas também que há zonas onde o valor da RP varia com a
mudança de tamanho. Para mostrar mais claramente esta analise é mostrado na figura
3.4 um gráfico em escala log-log das variações de RP com respeito ao número de sítios
na rede (N) para as três energias fixas indicadas por linhas pontilhadas na figura 3.3. Na
figura 3.4 aprecia-se claramente que a variação em RP dos estados da região de energia 1
é menor do que os da região 2 e 3 que são estados de borda. Como esperado, os valores da
RP correspondendo a estados estendidos (estados do centro do nível de Landau, energia
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1) não variam com a variação do tamanho do sistema. Para estados localizados espera-se
que os valores da RP diminuam com o aumento do tamanho do sistema [49], o que denota
que os estados indicados nas energias 2 e 3 são do tipo localizados.
R
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1
N
103 104
estado 1 
estado 2 
estado 3 
Figura 3.4: RP em função da variação do número de sítios na rede, em escala log-log.
3.3 Identificação dos estados de bordas
Com a introdução de bordas no sistema surge a necessidade de identificar e quantificar
quando um estado se encontra na borda ou não. Apesar da razão de participação ser
uma ferramenta poderosa e largamente utilizada para definir si um estado é estendido ou
localizado, usando a RP não é possível resolver este problema de identificar se um estado é
de borda ou não, ou ainda em quais bordas ele se encontra localizado. Achar as respostas
a estas questões é o objetivo das seções posteriores deste trabalho.
3.3.1 Funções de onda de estados de borda
Na figura 3.5(acima) é mostrado o gráfico da RP para uma rede de 80 × 140 átomos e
com setas são indicados diferentes estados de interesse, na região dos estados de borda
principalmente. Os autoestados correspondentes estão graficados na figura 3.5(abaixo)
na qual encontra-se que o estado 1 está estendido sobre toda a rede, o estado 2 acha-se
somente sobre a borda zigzag e a contribuição do 4 é significativamente maior sobre a
borda armchair que na borda zigzag. Nos estados 3 e 6 a função de onda está sobre as
quatro bordas e o estado 5 encontra-se localizado unicamente numa pequena região bulk.
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Figura 3.5: (acima) RP para uma rede de grafeno de 80 × 140 átomos, fluxo magnético
φ/φ0 = 0.025 com desordem W/t = 0.4. As setas indicam seis pontos de interesse, cujas
funções de onda são mostradas abaixo.
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3.3.2 Comprimento magnético
O comprimento magnético é definido como `B =
√
~/eB (Ver Apêndice A), onde e é
a carga do elétron e B é o campo magnético. Esta quantidade possui uma natureza
puramente quântica, mas possui um equivalente clássico que é o raio ciclotrônico. Numa
aproximação semiclássica é possível considerar que os elétrons descrevem órbitas circulares
em torno de um ponto central. A importância do comprimento magnético para sistemas
na presença de campo magnético pode ser apreciado na figura 3.6, onde representam-se
poços quânticos com forma de cone com níveis de Landau cujos vértices estão centrados
nos pontos de rotação dos elétrons numa nanofita de grafeno. Se o centro de rotação está
muito perto das bordas o poço ficará mais estreito, o que resulta no aumento em energia
dos níveis de Landau. Esta é a razão de porque os estados de borda sobem em energia
com o aumento do fluxo magnético, em comparação com as energias dos níveis de Landau
[50, 51].
(a)
Figura 3.6: Pontos de rotação numa rede de grafeno. Perto da borda as energias dos níveis de Lan-
dau são afetados por esta.
3.4 Edge Fraction
Para possibilitar a identificação de quais funções de onda estão concentradas nas bordas,
ou distribuídas na região bulk, foi definida uma quantidade nomeada Edge Fraction
(EF), que corresponde à soma de amplitudes de probabilidade da função de onda apenas
sobre os sítios atômicos contidos numa região Ω definida próxima à borda. Matematica-
mente
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EF =
∑
i∈Ω
|ai|2, (3.1)
onde o somatório é sobre os sítios i contidos na região Ω, que foi definida como tendo
largura igual a duas vezes o comprimento magnético `B a partir da borda, conforme
representado pela região sombreada da figura 3.7. O valor 2`B foi adotado considerando
uma aproximação semi-clássica. A região bulk fica assim definida como a região onde o
elétron completa uma órbita ciclotrônica, enquanto elétrons que estejam com o seu centro
de órbita a uma distância da borda menor que o diâmetro da órbita (2`B) não conseguirão
completar aquela órbita, sendo refletidos pela borda e tornando-se estados de borda.
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Figura 3.7: Esquema que mostra como foi feita a definição da região de borda (Ω) do sistema: região
cuja largura corresponde a duas vezes o comprimento magnético `B .
A largura da região Ω que está sendo definida como a região de borda depende portanto
somente da magnitude do campo magnético aplicado à rede, sendo que quanto maior o
campo magnético, menor a largura desta região de borda, já que `B ∝ 1/
√
B. Na figura
3.7 mostra-se a sombreada em verde as bordas de uma rede quadrada de grafeno, na qual
pode se apreciar que mesmo as regiões verdes tendo a mesma largura, o número de átomos
contados perpendicularmente a partir da borda zigzag ou armchair é diferente. Valores
de comprimento magnético e o número de átomos a partir de cada um dos tipos de borda
é mostrado na tabela 3.1. Para definir o número de átomos que consta na tabela foram
usadas as equações 2.3, fazendo a largura da região de borda igual a 2`B para definir o
número de átomos a partir de cada tipo de borda. Para resultados com números com
decimais foi tomado o valor inteiro deste.
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Tabela 3.1: Tabela que mostra para um determinado fluxo, o comprimento magnético e o número de
átomos abrangidos perpendicularmente à cada tipo de borda.
φ/φ0 `B(Å) Borda zigzag Borda armchair
0.01 9.144 9 15
0.011 8.719 9 15
0.025 5.783 6 10
0.045 4.311 5 8
0.052 4.010 4 7
É importante ressaltar que o valor do comprimento magnético tem limitações com
respeito as dimensões do sistema. Para que o Edge Fraction esteja bem definido, precisa-
se que L > 4`B, onde L é dimensão do sistema em qualquer direção.
Na figura 3.8(a) se esquematizam centros de rotação de elétrons com suas respectivas
órbitas para exemplificar o comportamento destes numa rede de grafeno na presença de
campo magnético. Perceba-se que existem órbitas (e centros de rotação) que estão dentro
da rede, assim como outras que estão parcialmente dentro desta. Este comportamento
se deve a que para o campo representado os centros de rotação ficam muito próximos
das bordas e inclusive por fora da rede. Estes pontos são os responsáveis das órbitas
incompletas na região das bordas como é mostrado em 3.8(b), onde são representadas
as trajetórias dos elétrons na região das bordas, conhecidos como quantum Hall edge
states, para dois campos magnéticos B1 e B2, onde B1 > B2 [51].
(b)(a)
B2
B1
Figura 3.8: (a)Pontos de rotação com suas correspondentes órbitas. (b)Comportamento das trajetó-
rias dos elétrons em função da magnitude do campo magnético. B1 > B2.
Como as funções de onda são normalizadas, vemos pela equação 3.1 que se a função de
onda está somente localizada na região das bordas Ω, o valor de EF é 1, no caso contrário,
43
um estado que não tenha contribuição nas bordas, o EF é 0. Além disso, a quantidade
Edge Fraction permite quantificar a porcentagem de quão na região bulk ou na borda o
estado se encontra.
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Figura 3.9: (acima) DOS de uma rede de grafeno de 80×140 átomos com desordem W/t = 0.4,
φ/φ0 = 0.025. (abaixo) Edge Fraction do mesmo sistema acima
Em situações onde as dimensões do sistema sejam bem maiores que 2`B, ou seja, onde
a região de borda considerada é bem menor do que a região bulk do sistema, um estado
estendido terá uma contribuição muito pequena nas bordas, por isso os estados do centro
dos níveis de Landau deverão ter um EF pequeno, como pode ser corroborado observando
os mínimos no EF da figura 3.9, que correspondem a níveis de Landau. Este gráfico foi
obtido para uma rede de 80×140 átomos que equivale a uma rede de aproximadamente
17nm×17nm, ou seja uma rede quadrada. Para o fluxo considerado, φ/φ0 = 0.025 e pela
definição feita aqui, neste caso 6(10) átomos a partir da borda armchair(zigzag) compõem
a região de borda (ver tabele 3.1). É importante mencionar que este resultado e os que
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se encontram até a seção 3.6 tem médias sobre mais de 200 realizações do potencial
desordenado.
Adicionalmente é identificado que os estados entre os níveis de Landau n=0 e n=1
encontram-se quase completamente na borda do sistema com mais do 95% das amplitudes
das funções compreendidas na região Ω (de largura 2`B). Para níveis de Landau superiores,
estes estados penetram cada vez mais a região bulk, fato que é evidenciado pela diminuição
do valor do EF com o aumento do índice de Landau. Quando somente é considerada
uma realização, no nível de Landau n=0, perto das energias das bordas, no EF há uma
mistura de estados bulk e de borda que se intercalam com o aumento da energia, como já
foi encontrado em Ref. 33, por isso que na média eles indicam um aumento gradativo da
EF.
3.5 Localização preferencial em bordas zigzag ou arm-
chair
Com o objetivo de observar a dependência da localização com o tipo de borda, foi calculada
separadamente a soma das amplitudes das funções de onda apenas sobre as bordas zigzag
ou apenas sobre a armchair. As distâncias às bordas foram definidas do mesmo modo
descrito anteriormente. Estas quantidades são chamadas agora de Edge Fraction parcial,
identificando o tipo de borda a que se refere. Encontrou-se um interessante e claro padrão
para os estados de borda com energias entre os níveis de Landau n=0 e n=1.
Perceba-se que na figura 3.10 perto do nível de Landau n=0 existe uma contribuição
maior das amplitudes das funções de onda na borda zigzag e perto do nível de Landau
n=1 é maior na borda armchair. Este comportamento pode ser corroborado olhando a
correspondente região de energia na figura 3.5. Além disso, encontra-se que tem uma
região de energia entre os níveis de Landau n=0 e n=1 onde o valor da EF é praticamente
o mesmo para as duas bordas consideradas. Este é consequência de que as funções de
onda nesta região estão igualmente distribuídas entre os dois diferentes tipos de borda
(observe-se que a rede em consideração é quadrada em dimensões). O mesmo acontece na
região de estados de borda entre níveis de Landau superiores a n=1, onde contribuição
dos dois tipos de borda se mantém a mesma. O próximo passo é estudar as propriedades
destes efeitos com relação à variação de desordem, fluxo, e tamanho.
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Figura 3.10: Edge Fraction parcial de uma rede de 80x140 átomos com desordem W/t = 0.4 e
φ/φ0 = 0.025.
3.6 Comportamento do EF com a variação de desor-
dem, fluxo magnético e tamanho
Nas figuras 3.11 e 3.12 são mostrados cálculos de Edge Fraction para o mesmo sistema
de 80×140 átomos, mas para os quais está se variando a desordem no caso do primeiro, e
fluxo magnético no segundo. De modo geral a forma desta quantidade não é perturbada
pela variação destas quantidades.
No gráfico da figura 3.11(a) encontra-se que a região de estados de borda entre os níveis
de Landau n=0 e n=1 mantém seu valor de EF para as diferentes desordens. Percebe-se
o alargamento dos níveis de Landau com a desordem, e o comportamento constante do
EF sempre menor no centro dos níveis de Landau. O comportamento curioso que foi
observado aqui foi que os estados de borda entre níveis Landau superiores apresentam
flutuações nos valores de EF para desordens baixas, mesmo para médias sobre diferentes
realizações da desordem. Esta conduta dos estados de borda se apresenta também na RP
(não mostrado aqui). Este comportamento é bastante contra-intuitivo, devido a que para
baixas desordens não são esperadas flutuações, como acontece aqui. A explicação deste
comportamento será discutida na seção 3.7.
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Figura 3.11: (a)Edge Fraction de uma rede de 80×140 átomos com fluxo φ/φ0 = 0.025 e desordem
W/t = 0.1 (vermelho), W/t = 0.4 (preto) e W/t = 0.6 (Azul). (b) e (c) Correspondente Edge Fraction
parcial com fluxo fixo φ/φ0 = 0.025 para desordens (b)W/t = 0.1 e (c)W/t = 0.6
Observa-se nas figuras 3.10, 3.11(b) e 3.11(c) que a variação do pico da contribuição
da borda zigzag em relação às desordens consideradas é pequena e de aproximadamente
3% em relação ao valor máximo, sendo portanto este acúmulo maior das funções de onda
nas bordas zigzag nesta região de energia um efeito robusto frente à desordem. Assim
como os níveis de Landau se alargam com o aumento da desordem, percebe-se que se
a região de energia onde os estados de borda estão mais concentrados na borda zigzag
também se alarga. Note-se que a robustez frente a desordem não é mantida para o pico da
contribuição armchair, onde há uma diminuição do tamanho deste quando é aumentada
a desordem no sistema, chegando a estar praticamente ausente para desordem W/t = 0.6.
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Figura 3.12: (a)Edge Fraction de uma rede de 80x140 átomos com desordem W/t = 0.4 e fluxos
φ/φ0 = 0.010 (vermelho), φ/φ0 = 0.025 (preto) e φ/φ0 = 0.035 (Azul). (b) e (c) Correspondente Edge
Fraction parcial com desordem fixa W/t = 0.4 para fluxo (b)φ/φ0 = 0.010 e (c)φ/φ0 = 0.035.
Na figura 3.12(a) apresenta-se o EF de uma rede de grafeno de 80×140 átomos para
diferentes fluxos, na qual encontrou-se que com a variação de fluxo no sistema, o EF
não muda o comportamento, o que quer dizer que o EF é robusto com respeito ao fluxo.
As diferenças nas posições dos níveis de Landau estão de acordo com a dependência da
energia dos níveis de Landau com o campo magnético.
No correspondente Edge Fraction parcial (figuras 3.10, 3.12(b) e 3.12(c)), de forma
similar como no EF o comportamento destes é mantido quando o fluxo é variado, o que
implica que a conduta das contribuições zigzag e armchair são independentes do fluxo
considerado.
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Figura 3.13: (a)Edge Fraction para redes de grafeno com 80×140 átomos (vermelho), 68×118 átomos
(preto) e 58×100 átomos (Azul) com fluxo φ/φ0 = 0.025 e desordem W/t = 0.4.
Quando é variado o tamanho do sistema, é achado que o comportamento do EF total
é mantido como pode ser apreciado na figura 3.13(a), mostrando assim robustez com a
variação de tamanho. As diferenças que aparecem neste gráfico nos níveis de Landau, são
consequência de manter o fluxo fixo com a variação do tamanho, com o qual se manteve
invariante o número de átomos abrangidos por cada borda, enquanto a área da região
bulk diminuía, incrementando assim a razão entre a área das bordas em relação à área da
região bulk.
Note-se nas figuras 3.10, 3.13(b) e 3.13(c) que o comportamento das contribuições
armchair e zigzag não muda com a variação de tamanho o que quer dizer que o Edge
Fraction parcial também é robusto à variação de tamanho.
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3.7 Edge Fraction x Espectros de energia
A figura 3.14 mostra a variação de energia em função do fluxo magnético de uma rede
de 40×30 átomos de grafeno com bordas para diferentes valores de desordem. Olhando
para a região de estados de borda entre os níveis de Landau n=1 e n=2 encontra-se que o
incremento de desordem elimina os cruzamentos, entre os níveis de energia. Este compor-
tamento é coerente, já que quanto maior a desordem, maior a quebra de degenerescência
no sistema. Para estados de borda entre os níveis superiores de Landau este compor-
tamento se mantém, mas devido ao maior número de estados, este resultado não é tão
facilmente visualizado na figura à primeira vista.
(a) (b)
(c) (d)
Figura 3.14: Borboletas de um sistema de 40×30 átomos, (a)sem desordem (b)W/t =
0.2 (c)W/t = 0.4 (d)W/t = 0.6
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Presume-se que este comportamento dos estados de borda nos espectros tipo borboleta
de Hofstadter é o responsável pelas flutuações para baixa desordem dos estados de borda
no EF e na RP, nos quais, mesmo para várias realizações, a região dos estados de borda
entre os níveis de Landau n=1 e n=2 e superiores, são regiões com muitas flutuações. Com
a introdução de desordem no sistema quebra-se sua degenerescência o que é traduzido
num aumento do número de anti-cruzamentos (ou diminuição dos cruzamentos entre os
níveis) na região dos estados de borda do espectro. Por isto para desordens baixas com
estados mais degenerados, encontram-se estados diferentes para a mesma energia, as quais
estão muito próximas entre si. O aumento da desordem faz os estados de borda ficarem
mais separados em energia e a evolução destes estados com o campo magnético ser mais
monotônica.
Na figura 3.15 é mostrado um espectro de energia x fluxo magnético e um gráfico de
Edge Fraction parcial para uma rede de 58×100 átomos (12nm×12nm) com desordem
W/t = 0.4 e fluxo φ/φ0 = 0.0250241 onde foram delimitadas duas regiões de energia com
quadros. As regiões de energia limitadas por caixas da mesma cor correspondem entre
si. Os estados delimitados por a caixa roxa encontram-se na zona onde a contribuição
da borda armchair é máxima, com o qual é demonstrado as estruturas tipo escada que
aparecem na borboleta tem relação com o pico da contribuição armchair do Edge Fraction
parcial. Para este sistema, são apenas dois estados que tem contribuição maior na borda
armchair (maior EF parcial nesta borda), que correspondem exatamente aos dois estados
que parecem nesta região do espectro com comportamento diferente dos demais: subindo
em energia com o aumento do fluxo magnético em vez de descendo. Do mesmo modo como
no caso anterior, a caixa verde ressalta a zona onde a contribuição da borda zigzag tem
os valores mais altos, confirmando-se para este caso também a relação com as ondulações
dos estados de borda perto do nível de Landau n=0.
A presença de estruturas tipo escada, está vinculada à existência de barreiras de
potencial [32, 52] no sistema. Medidas experimentais em sistemas de grafeno já tem
encontrado regiões onde os estados(energias) tem mudanças tipo kink [32, 48]. As
estruturas que aparecem na borboleta da figura 3.15, perto do nível de Landau n=0 e
n=1, estão relacionadas com competição que há entre o potencial devido à presença de
bordas e o potencial aleatório (desordem) da rede.
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Figura 3.15: (Acima) Espectro tipo borboleta de Hofstadter para uma rede de grafeno de 58×100
átomos com bordas e desordem W/t = 0.4. A caixa roxa corresponde à região de energia onde a con-
tribuição da borda armchair é maior, e o quadro verde encerra a zona na qual há maior contribuição da
borda zigzag. A linha vermelha pontilhada indica fluxo usado (φ/φ0 = 0.0250241) em baixo. (abaixo)
Edge Fraction parcial para o sistema de cima, com quadros que delimitam os estados que se encontram
no mesmo intervalo de energia dos ressaltados acima.
Considere-se uma situação onde há uma rede de grafeno com bordas sem desordem.
Assim, a presença de bordas no sistema, favorecerão a completa localização de alguns
estados na zona de borda. Considere-se agora que é introduzido desordem no sistema,
os estados de borda não contribuíram somente à região das bordas, se não que também
contribuirão à região do bulk. Justifica-se de forma similar, a nitidez dos estados de borda
na região entre os níveis de Landau n=0 e n=1, que não possuem cruzamentos, fato que
pode-se confirmar observando a figura 3.15.
4
Conclusões
Trabalhos teóricos e experimentais [32, 48] recentes centrados no estudo de pontos quânti-
cos de grafeno no regime Hall quântico, encontraram estruturas nos espectros de energia,
mas sem aprofundar nas consequências físicas que estas implicam. O objetivo deste traba-
lho foi investigar, por meio de simulações numéricas, o efeito das bordas nas propriedades
de localização eletrônica de redes de grafeno no regime Hall quântico, identificando-se
quais estados são de borda e se há ou não localização preferencial nas bordas do tipo
armchair ou zigzag
Com uma quantidade nomeada Edge Fraction, definida neste trabalho com o propósito
de estudar localização nas bordas, conseguiu-se identificar e mensurar o grau de localização
das funções de onda nas bordas para vários fluxos magnéticos, e desordens no sistema.
Além disso, considerando as contribuições das bordas armchair e zigzag separadamente
encontrou-se que para determinados intervalos de energia, há uma maior concentração
num determinado tipo de borda. Verificou-se que este comportamento é afetado pela
desordem, mas não pelo fluxo magnético considerado e nem pelo tamanho do sistema.
Por último encontrou-se que para baixas desordens e entre níveis de Landau n>1, os
estados de borda apresentam flutuações nas propriedades de localização (tanto nos valores
de Edge Fraction quanto de Razão de participação), que são independentes do número de
realizações ou tamanho do sistema e que são devidas à degenerescência neste. Ademais,
foi comprovado com o Edge Fraction que no nível de Landau n=0, perto das energias das
bordas existem estados bulk e de borda misturados, como foi encontrado em Ref. 33.
Em resumo, neste trabalho foi investigado o efeito nas propriedades de localização das
bordas numa rede de grafeno no regime Hall quântico, usando uma quantidade chamada
Edge Fraction, com a qual encontrou-se que existem intervalos de energia onde as funções
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de onda localizam-se mais num determinado tipo de borda. Este resultado é inédito
na literatura e é um comportamento que pode ser explorado no design de dispositivos
eletrônicos baseados nestes sistemas. Além disso, foi dada uma explicação à aparição de
flutuações nos estados de borda para baixa desordem.
No futuro próximo espera-se desenvolver a hipótese da aparente relação existente entre
as inclinações dos níveis de energia dos estados de borda na borboleta de Hofstater, para
um fluxo magnético fixo, com o valor do Edge Fraction destes, testando-se para diferentes
tamanhos de rede e desordens, de modo a tornar ainda mais clara a relação entre o que
foi observado através do Edge Fraction e o comportamento dos estados de borda nestes
espectros.
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A
Solução das equações de Schrödinger e de Dirac
A.1 Equação de Schrödinger
Aqui será resolvida a equação de Schrödinger para um elétron livre em três dimensões,
na presença de um campo magnético (equação A.1). Supondo que o campo magnético
é aplicado na direção z, uma possível escolha é usar o calibre simétrico A = 1
2
B × r =
1
2
(−By,Bx, 0) ou o conhecido calibre de Landau no qual A = (0, Bx, 0).
H = 1
2me
(
~∇
i
+ eA
)2
φ(r) = Eφ(r). (A.1)
Escrevendo a equação de Schrödinger em componentes espaciais para uma partícula
num campo magnético e com o uso do calibre de Landau
H = 1
2me
(
~∇
i
+ eA
)2
φ(r) = Eφ(r), (A.2)
H = 1
2me
(
P 2x + (Py + eBx)
2 + P 2z
)
,
=
−~2
2me
[
∂2
∂x2
+
(
∂
∂y
ieB
~
x
)2
+
∂2
∂z2
]
.
Usando o ansatz φ(x, y, z) = u(x)eikyyeikzz chega-se na seguinte equação
−~2
2me
∂2u(x)
∂x2
+
me
2
(
eB
me
)2(
x+
~
eB
ky
)2
u(x) =
(
E − ~
2k2z
2me
)
u(x),
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que pode se reescrever como
− −~
2
2me
∂2u(x)
∂x2
+
1
2
meω
2
c (x− x0)2u(x) =
(
E − ~
2k2z
2me
)
u(x), (A.3)
sendo ωc = eBme a frequência ciclotrônica e x0 =
−~ky
eB
. Fazendo a comparação com o caso do
oscilador harmônico encontra-se que as autofunções e as autoenergias são respetivamente:
un(x) =
1
pi1/4`
1/2
B
√
2nn!
Hn
(
x− x0
`B
)
e−(x−x0)
2/2`2B , (A.4)
E =
(
n+
1
2
)
~ωc +
~2k2z
2me
, (A.5)
onde `B =
√
~
meωc
=
√
~
eB
é o comprimento magnético, ωc = eB/me e x0 = −ky`2B.
Devido à escolha do calibre, apesar de que o campo magnético quebra a invariância de
translações arbitrarias, a invariância é preservada na direção y e z. Isto pode se observar
olhando para os comutadores do Hamiltoniano com os momentos
p˙y =
i
~
[H, py] p˙z = i~ [H, pz].
A.2 Equação de Dirac
A dedução da equação de Dirac pode ser obtida, partindo da equação de Schrödinger e
da equação para a energia de Einstein
− ~
2
2m
∇2ψ = i~∂ψ
∂t
, (A.6)
E2
c2
− p2 = m2c2, (A.7)
por definição o operador momento é P2 = −~2∇2 e substituindo (A.7) em (A.6) chega-
se a:
(
∇2 − 1
c2
∂2
∂t2
)
ψ =
m2c2
~2
ψ. (A.8)
A expressão (A.8) é chamada de equação de Klein-Gordon e descreve partículas com spin
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inteiro, ou seja bosons.
Com o objetivo de ter termos lineares, precisa-se de fazer a expansão do operador
(∇2 − 1
c2
∂2
∂t2
) da seguinte forma:
(
∇2 − 1
c2
∂2
∂2t
)
=
(
A
∂
∂x
+B
∂
∂y
+ C
∂
∂z
+
iD
c
∂
∂t
)(
A
∂
∂x
+B
∂
∂y
+ C
∂
∂z
+
iD
c
∂
∂t
)
,
assumindo que [A,B]+ = 0, ou seja AB+BA = 0, é obtido que todos os termos cruzados
desaparecem.
Tomando a ação de
(
A ∂
∂x
+B ∂
∂y
+ C ∂
∂z
+ iD
c
∂
∂t
)
ψ = Xψ, então
X2ψ =
m2c2
~2
ψ,
considerando a equação em primeira ordem, é achado
(
A
∂
∂x
+B
∂
∂y
+ C
∂
∂z
+
iD
c
∂
∂t
− mc
~
)
ψ = 0.
Com a definição A = iβα1, b = iβα2, C = iβα3, D = β, o hamiltoniano de Dirac é
(c~αpˆ+ βmc2)ψ = Eψ, (A.9)
com
−→α =
 0 ~σ
~σ 0
 ,
onde ~σ é o vetor das matrizes de Pauli
β =
 I 0
0 −I
 ,
e I a matriz identidade das matrizes 2× 2.
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Solução da equação de Dirac para uma partícula num campo magnético
Considerando o campo magnético na direção z, o Hamiltoniano de Dirac para um elétron
do grafeno é
H = vf~σ · ~p, (A.10)
onde vf é a velocidade de Fermi, ~σ é o vetor das matrizes de Pauli, e ~p o vetor momento.
Matricialmente esta equação no calibre de Landau tem a forma
H = vf

0 −(Px + iPy) 0 0
−Px + iPy 0 0 0
0 0 0 Px + iPy
0 0 −Px − iPy 0
 ,
onde Pi = Pˆi− ecAi, para i = x, y e ~A = (−By, 0, 0) no calibre de Landau é o potencial
magnético.
As autofunções de H tem a forma
ψ =

ψA
ψB
ψ′A
ψ′B
 .
Resolvendo o Hamiltoniano para as duas últimas componentes da auto função, que
têm termos correspondentes às subredes A e B é obtido
−vf (Px + iPy)ψ′B = ψ′A, (A.11)
−vf (Px − iPy)ψ′A = ψ′B. (A.12)
Partindo da equação A.13 é possível encontrar que o comprimento magnético tem a
mesma forma que no caso de portadores de carga tipo schrödinger, ou seja `B =
√
~
eB
.
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Desacoplando as equações A.11 e A.12 encontra-se que
−v2f (P0x + iP0y)(P0x − iP0y)ψ′A = 2ψ′A, (A.13)
−v2f (P0x − iP0y)(P0x + iP0y)ψ′B = 2ψ′B, (A.14)
substituindo P0i = Pˆi − qAi com i = x, y, na equação A.13
v2f
((
Pˆx − qBy
)2
+ Pˆ 2y
)
ψ′A =
(
2 + v2fqB~
)
ψ′A. (A.15)
A equação A.15 tem muita similaridade com a equação A.3. Por isso pode se definir
os operadores de criação e destruição como a† = (Pˆx − qBy + iPy) a = (Pˆx − qBy − iPy)
respetivamente. Usando estes operadores para reescrever o hamiltoniano é obtido
H =
(
a†a+ qB~
)
v2f , (A.16)
solucionando esta equação para as autofunções
n =
√
2nqB~v2f . (A.17)
Encontrando-se que a energia é proporcional à raiz quadrada do campo magnético e
à raiz quadrada do índice do nível de Landau.
